Series de Fourier : synthese de cours 


But : Ecrire une fonction / continue par morceaux et 27r-periodique sous la forme : 
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f(x) = 1- / (a n cos(nx) + b n sm(nx )) = 1- lim ) (a n cos(nx) + b n sin(nx)) 
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1 Coefficients de Fourier et Series de Fourier 


Definition 1 : 

2 /*27T /* 27T 

Coefficients reels de / : a n (f ) = — /(f) cos(nf)df, n ^ 0, b n (f) = — / f(t)sm(nt)dt,n > 0 
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Coefficients complexes de / : c n (f) = — / f{t)e~ mt dt. 
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Remarques : 

Comme les fonctions sont 27r-periodiques, on peut calculer les integrales sur n’importe quel intervalle de 
longueur 27T. 

On ecrit souvent a n et b n au lieu de a n (f ) et b n (f ) s’il n’y a pas de confusion entre plusieurs fontions. 

On utilise plutot a n et b n si / est a valeurs reelles, et c n pour / a valeurs complexes. 


Remarque utile pour les calculs : 

2 f n 

f paire b n = 0, Vn > 0 et a n = — / /(f) cos(nf)df, n ^ 0. 
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f impaire => a n = 0, Vn > 0 et b n = — f{t ) sin(nf)df, n ^ 0. 
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Definition 2 : 

La serie — + 22 a ™ cos(n.r) + b n sin(nx) ou ^^c n e inx s’appelle serie de Fourier associee a /. 
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Remarques : 

1. La somme partielle de cette serie est un polynome trigonometrique et vaut : 
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Sn(x) = y + cos(n.r) + b n sin(nx) ou Sjv(x) = 22 c n e inx . 

n = 1 n=—N 
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Sn(x ) = 22 c n e inx = 22 < f,e mx > e mx est le projete orthogonal de / sur le sous-espace vectoriel 
n=—N n=—N 

engendre par les (e mx )^ = _ N . 
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2. Si on definit le produit scalaire : < f, g >= — / 
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< /, 1 >= — , < /, cos(n.r) >= y , 

QUESTIONS : 

Pour quelles fontions / y a-t-il convergence ? 

- Y a-t-il convergence vers / ? 

De quelle type de convergence s’agit-il? Cv pour la norrne quadratique |.| ? Cv simple et dans ce cas 
pour quels x a-t-on la convergence ? Cv normale ? 


f(t)g(t)dt , alors on a : 

< /, sin(nx) >= y , < /, e ma; >= c, 
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Principe de Fourier 



Convergence des series de Fourier 


2.1 Convergence en norme quadratique 

Theoreme de Parseval : / continue par morceaux, 27r-periodique 
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en norme quadratique cad : lim ||/ — S)v|| 2 = lim — / I f(t) 
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Parseval : 
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=> les somrnes partielles S]\r cv vers / 
— S]\[(t)\ 2 dt = 0, et on a la formule de 

+ I t>n\). 


2.2 Convergence simple 

Theoreme de Dirichlet : / C l par morceaux, 27r-periodique (non necessairement continue) => 

f(x) si / est continue en x 

^(/(x + ) + f{x~)) si / est discontinue en x 
Remarque : On peut calculer des series en prenant des valeurs particulieres de x. 

2.3 Convergence normale 

/ continue, C 1 par morceaux et 27r-periodique => la serie de fonctions cv normalement vers /. (voir exo 
TD) 

2.4 Non convergence 

Si / est seulement continue (ou seulement continue par morceaux) , on ne peut rien dire sur la convergence 
de Sn quand N tend vers +oo, elle peut diverger. 

Remarque : / est continue par morceaux si sur tout segment elle est continue sauf en un nornbre fini 
de points de discontinuite xq oil elle admet une discontinuity de lere espece cad lim i ,+ / et lim„- / existent 
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rnais different de f(x o). 

3 Que faire en general dans les exercices ? 

1. Tracer le graphe de / sur plusieurs periodes 

2. Determiner la classe (= regularity) de / pour connaitre la convergence de la serie de Fourier 

3. Calculer les coefficients de Fourier de / ( a n ,b n ,c n selon le contexte) 

4. Appliquer Parseval et/ou Dirichlet selon la classe de / 

4 Que faire si on ne comprend rien ? 

Apprendre le cours, refaire les exercices du TD et poser des questions :-) 
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+ ^2 a n cos (nx) + b n sin(nx') = < 
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